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Let G be an infinite group and let S be a finite subset of G. The outconnectivity of the 
Cayley graph X=Cay(G, S) is K+(X)=M~~{((FS~\F(:F is a finite nonvoid subset of G). A 
positive end is a finite subset R such that K+(X) = ((RS)\ RI, which is minimal with respect to 
this property. We prove that there is a unique positive end containing 1. Moreover this end is a 
subgroup. As an application we deduce some properties of the connectivity which were known 
only in the finite case. 
1. Introduction 
Soient X un graphe, x E V(X) et A c V(X), on pose 
N+(A) = {x E V(X) -A : 3y E V(X), y E A et (y, x) E E(X)}. 
Nous definissons le demi-degrt! exthieur de x comme &ant d+(x) = IN’({x})l. Un 
graphe sera dit loculement fini si tous les demi-degres ext&ieurs de ses sommets 
sont finis. 
Soit X = (V, E) UIP graphe. Le graphe inverse de X est par definition le graphe 
X-’ = (V, E-l). C’est le graphe obtenu en renversant les orientations de tous les 
arcs de X. 
Soient X = (V, E) un graphe et A c V. Le sous graphe de X induit par A sera 
note x[A]. 
Une partie propre B de V(X) est appelee un pits si N+(B) = 8. 
Les atomes d’un graphe symetrique ont 6th independemment introduits par 
Mader [8] et Watkins [9]. Les resultats de Mader et Watkins ont ete etendus au 
cas general dans [l]. 
L’objet de cette note est de demontrer dans les cas inti localement fmi des 
&on&s analogues 2 ceux demontres dans [l-6] pour les graphes finis. Les 
demonstrations seront parfois plus simples que dans le cas fini. 
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Soit X un graph. La connectivite’ xtt?rieure de X est par definition 
K+(X) = Min{ IN+(F)1 : F est une partie finie non vide de V(X)}. 
Une partie finie F de V(X) sera appelee un morceau positif si K+(X) = )N+(F)I. 
Un morceau positif minimal pour l’inclusion sera appele une terminaison positive. 
marque. La partie 0 est une terminaison positive de X si X possede un p 
Gni. Si X est infini, K+(X) peut &re arbitrairement grand sans que le graphe soit 
connexe. Si X est fini K+(X) est la connectivite (forte) de X, cf. [I], 82. 
Lemme 2.1. Soit X un graphe tel que K+(X) # 0. Alors X posszde une terminaison 
positive de cardinal 1 si et seulement si K+(X) = Min(d+(x); x E V(X)). 
Lemme 2.2. Soit X un graphe et R une terminaison positive non vide de X. Alors 
X[R] est fortement connexe. 
D&nonstration. Supposons que X[R] ne soit pas fortement connexe et soit P un 
puits de X[R]. On a N;(P) n R =0. D’ou N;(P) c N;(R). Ceci suffit pour 
montrer que p est un morceau positif de X, ce qui contredit la definition dune 
terminaison. Cl 
Proposition 2.3. Soient X un graphe infini localement fini, R une terminaison 
positive de x et F un morceau positif de X. Alors R c F ou R n F = 0. 
En particulier deux terminations positives distinctes ont disjointes. 
D4monstration. Supposons R n F # 8). On pose T = N+(R) et S = N+(F). 
F S 
On voit facilement que N+(R n F) c RI U R2 U R4. 11 resulte que 
l&l + l&l + l&l 2 IN+@ n F)I 2 K+(X) = l&l + l&l + l&l- (1) 
D’ou 
l&l 2 l&l* (2) 
Le raisonnement ci-dessus applique B R U F, montre que lR41 s lR& D’apres 
(3, on a lR41 = lR31. Compte tenu de (1) on a K+(X)< IN+(R n F)l s lRll + 
l&l + l&l = ITI = K+(X). 11 resulte que R n F est un morceau positif. Done 
RnF=F. 0 
Le demonstration ci-dessus est une presentation intuitive de celle que nous 
Les atomes d’un graphe de Cayley infini 299 
avons donnee dans le cas fini pour les atomes, cf. [l], Proposition 1. Le fait que X 
est suppose infini simplifie beaucoup la situation. 
Remarque 1. La proposition 2.3 est en general fausse si X est fini. L’enon& 
analogue dans le cas fini est la proposition 1 de [ 11. 
Remarque 2. Appelons un semi-morceau positif de X un ensemble F tel que 
IN+(F)! = K+(X) et tel que V(X) - F soit fini. La d6monstratiua ci-dessus 
s’adapte pour montrer qu’une terminaison d’un graphe inflni localement fini est 
contenue dans tout semi-morceau qui la rencontre. 
Remarque 3. Dans le cas ou X est un graphe symdtrique connexe, K+(X) se 
reduit a K-(X) defini par Jung et Watkins dans [7]. Dans ce cas particulier, la 
conclusion de la proposition 2.3 peut se deduire du theoreme 1 de [7]. Mais la 
remarque 2n’en decoule pas. 
3. Graphes de Cayley 
Un graphe dont le groupe d’automorphismes agit transitivement sur l’ensemble 
des sommets est dit sommet-transit& 
Soient G un groupe et S c G. Le graphe de Cayley defini par S est par 
definition Cay(G, S) = (G, E), 06 E = {(x, y) 1 x-‘y E S}. On a 
N+(x)=x-S={xsls~S}. 
Soit y= : x + a/c, a E G, une translation a gauche. On a 
(x, Y) E Ec*x-‘y E S - (ax)-‘by) E S - k(x), Ye) E E= 
Lemme 3.1. Les translations b gauche sont des automorphismes de Cay(G, S). En 
particulier Cay(G, S) est sommet-transitifi 
Remarque. Supposons que S soit finit et que K+(X) #O. 11 resulte de la 
Proposition 2.3, qu’il existe une terminaison positive unique contenant 1. Cette 
terminaison sera appelee la termination positive de Cay(G, S). 
Proposition 3.2. Soient G un groupe infinie et S une partie finie de G tels que 
K+(Cay(G, S)) + 0. Soit R la terminaison de Cay(G, S). Alors R est le sous groupe 
de G engendre’ par S n R. En outre N+(R) est partition& par des classes ii droite 
modulo R. 
6monstration. Soit x E R. D’apres le Lemme 3.1, yx(R) est une terminaison 
positive de Cay( G, S). Mais x E R n y*(R). Compte tenu de la Proposition 2.3, 
on a R = yx(R). Ceci et le fait que R est fini montrent que R est un sous groupe. 
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me fait que R est engendre par R n S resulte du fait que X[R] est fortement 
connexe de la meme man&e que dans la preuve du theoreme 3.1. de [4]. 
Ce que nous venons de montrer permet d’etablir la relation 
N+(R)= u Rx. Cl 
XCSW 
CoroUd 3.3. Soient G un groupe infini et S une partie jinie de G tels que 
~+(cay(G, S) #O. Alors ~+(cay(G, s)) 3 13 Is\{o}lj + 1. 
La demonstration utilise la Proposition 3.2 et les idles des preuves des 
Propositions 3.4 et 3.5 de [2]. 
Co~~Uake 3.4. Soient G un groupe infini abglien et S une partie finie de G. Alors 
toute terminaison positive de Cay(G, S) est une terminaison positive de Cay@, 
-S). 
L’idee de la demonstration est la meme que celle du Corollaire 2.2 de [5]. 
Les methodes utilisees dans [6] permettent d’etendre la proposition 3.1 et le 
Corollaire 3.2 au cas des graphes sommet-transitifs. Nous enongons ci-dessous la 
g&r&alisation de ce demier. 
propOsition 3.5. Soient X un graphe sommet-transitif nfini localementfini tels que 
K+(X) #O. Alors K+(X) 2 [$d’(X)l + 1. 
En outre si X est sym&ique ou si X esi anti-sym&rique, alors K+(X) 2 
[$d--(X)1 + I. 
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